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Uvod

»,Neni objevu, ktery by zptsobil v matematickych védach prevrat takovy stastny
a takovy uplny jako infiniteziméalni pocet, ktery by poskytl badatelim prostiedky
takové jednoduché, pestré a Gcinné pfi poznavani fyzikalnich zakonu.“
Lazare Nicolas Carnot: Reflexions sur la
méthaphysique du calcul infinitésimal (1796)

Prvni zkuSenosti a pochybnosti s infinitezimalnimi myslenkami zacal mit
¢loveék tehdy, kdyz chtél prenést poznatky z rovnych ¢ar, itvari ¢i téles na oblé
kfivky, utvary nebo télesa. Prvnim objektem, kterym se zacal zabyvat, byl
kruh. S velkou pravdépodobnosti jedna z prvnich tloh infinitezimalniho po-
¢tu byla tloha urcit obsah kruhu. Toto problematikou se pravdépodobné jako
prvni zabyval Hippokratus z Chia (pfiblizné 440 let p¥. n. 1, tzv. Hippokratovy
mésicky). Pfiblizné v této dobé prichézi také Zenon z Eleje se svym parado-
xem Achilla a Zelvy. Presny dikaz Hippokratovy tlohy nalezl Eudoxos (asi 408
aZz 355 pf. n. 1.). Eudoxiv dikaz se stal zékladem prvni teoretické koncepce
infiniteziméalniho poc¢tu, koncepce, kterou k vrcholu pfivedl Archimédes...

Ve vyvoji kazdé teorie vznikd okamzik, kdy se shromézdéné poznatky za-
stavajl byt jednotlivé tlohy a prechazi se na hledani metod jejich Teseni. Je
to vlastné prechod k univerzdlnim modelim a poznatkim. V oblasti infinite-
zimélniho poctu je timto okamzikem druhé polovina 17. stoleti. Tehdy vznika
diferencialni a integralni pocet, v tomto pfipadé dokonce ve dvou podénich:
Leibnize a Newtona.

V 17. a 18. stoleti ovlivnil vyvoj matematiky ve vétsi mife Leibnizv diferen-
Leibniz ale vytvofil dodnes pouzivanou symboliku pro diferencial a integral.

Newtonova teorie je ve své kone¢né podobé zaloZend na pojmu limita a
na tomto pojmu je zaloZena soucasna analyza. Rikdme v zavéreéné podobé,
protoze Newtonovy nazory na zaklady infinitezimalniho poctu se ménily.

Integrace ¢i Teseni diferencidlnich rovnic je nékdy ,nefesitelna® tloha, pod
¢imz je tfeba chapat nemoznost vyjadrit vysledek pomoci elementarnich funkci.
V 17. stoleti byla predstava o TeSeni dloh integraci podstatné méné jasna. Vé-
délo se vsak, Ze jsou to problémy c¢asto velmi slozité. K jejich feSeni se Casto
pouzivalo nahrazeni funkce polynomem. Takto ziskané vysledky byly alespon
z¢asti vyhovujici. Intuitivné se tusilo, ze ziskané vysledky budou tim presnéjsi,
¢im bude stupen polynomu, kterym aproximujeme danou funkci vyssi. Dnes uz
vime, ze takovou aproximaci je mozno provést derivaci — pomoci tzv. Taylorova
rozvoje, ktery je mozno nalézt v fadé vysokoskolskych ucéebnic.

My se ale v naSem textu omezime se jen na vypocty integrald, které je
mozno urcit bézné pouzivanymi metodami.



1 Pojem integral

Pod pojmem integrdl budeme zatim rozumét soucet nekoneéné mnoha neko-
ne¢né malych veli¢in — diferencidld (pfi tomto popisu musime ovSem brat v
Gvahu, Ze zmény musi na sebe navazovat). Pro lepsi pochopeni si pfedstavme
napf. usecku, kterou rozdélime teoreticky na nekonecéné velky pocet nekoneéné
malych Gseki. Je jasné, ze soucet délek téchto tsecek dava presné délku celé
puvodni tsecky. Toto je vlastné priklad, v némz soucet nekonec¢ného poctu
nekonecné malych veli¢in ma kone¢nou hodnotu.
V dalsi ¢asti si ukdzeme prakticky vyznam tohoto poznatku.

1.1 Integral a fyzika

Budeme predpokladat, Zze jsme na zdkladé experimentti zjistili, Ze rychlost v
télesa padajiciho volnym padem (které budeme povazovat za hmotny bod) je
dana vztahem v = gt, kde ¢ je doba volného padu télesa, g je tithové zrychleni.
Na zakladé tohoto vztahu bychom nyni chtéli zjistit zavislost drahy télesa na
Case, tj. chceme nalézt funkci s = s(t). Uvédomme si, Ze vlastné chceme né-

jakym matematickym zpasobem odvodit ndm dobfe zndmy vztah s = % gt

V nasich tvahach budeme predpokladat, ze v ¢aset =0jev =0a s = 0.
Draha urazend télesem za dobu dt je ddna vztahem ds = vdt (coZ je vlastné
zalozeno na uvaze, ze v pribéhu nekone¢né malé doby dt se velikost rychlosti v
neméni, pak pouzijeme vlastné vztah pro rovnomérny pohyb), pficemz v = gt
pro dany casovy interval dt. Celkova draha, kterou téleso urazi, je pak dana
sou¢tem vsech elementarnich drah ds. Soucet diferencialt méa vsak v tomto pii-
padé uz hlubsi smysl, protoze hodnotu tohoto sou¢tu predem nezndme. Polozme
si ale otazku, zda lze tento soucet urcit, a pokud ano, tak jakym zptsobem.
b B P1i odvozeni vztahu pro soucet elemen-
tarnich drah ds se pokusime vyuzit po-
znatkd z geometrie. Na obr. 1 je zna-
zornén graf zavislosti rychlosti na case
v = gt. Grafem je pfimka prochazejici

|
|
|
|
| " " 1. 1 .
| pocatkem soustavy souradnic. Déle je na
|
|
|
|

gt tomto obrazku znazornén i urcity vy-

brany obdélnik (Je-li d¢ velmi malé, je

v t mozno lichobéznik v tomto pfipadé na-

0 dt A o hradit obdélnikem.) se zdkladnou dt a

vyskou vdt, kde v = gt. Plocha d.S tohoto
Obr. 1 Zavislost rychlosti télesa pa- elementarniho obdélniku je déna souci-
dajiciho volnym padem na case nem dS = gtdt = vdt.



Hodnota vdt z hlediska fyziky predstavuje elementarni drahu ds urazenou té-
lesem za Casovy interval dt.

Celkova urazena draha za dobu t potom musi odpovidat ploSe vSech elemen-
tarnich obdélnikt vytvorenych nad vSemi elementarnimi tiseky dt¢ v ¢asovém
intervalu (0;t). Z hlediska geometrie je zfejmé, Ze souctem vSech elementar-
nich plosek dostaneme obsah trojihelniku 0AB (v pfipadé nenulové pocatecni

v s

rychlosti bychom uréovali obsah lichobéZniku). Pro obsah plochy S plati

1
S = —gt*
29
Vzhledem k tomu, Ze to z hlediska fyziky predstavuje drahu s urazenou pada-
jicim télesem, muzeme také psat

1
= —gt*.
S 2g

V pripadé, ze t = 3 s, dostaneme s = % -10- 32 m = 45 m. Zjistili jsme tak

drahu, kterou urazilo té€leso za prvni 3 s volného padu, a to integraci, neboli
souctem nekonecné malych tsekt drahy.
Na&as postup je mozno zapsat ve tvaru

1
5:/d5:/vdt=/gtdt=§gt2,

kde symbol [ ¢teme ,integral. Tedy: draha s se rovné integral ds, atd. Vy-
sledek pfitom udavé drahu vykonanou za dobu od 0 do ¢. Integral je vlastné
zkracenym zapisem souctu nekonecné malych veli¢in, tj.

n
ds= 1i ;
f o= im, > s
i=1
pricemz Cislo n roste nade vSechny meze, aby intervaly byly dostatecné malé.

1.2 Vztah mezi uréitym a neurcitym integralem

V minulé ¢asti jsme se zabyvali integralem, ktery udaval urc¢itou hodnotu. Tuto
hodnotu jsme ziskali sou¢tem nekonecné maljch veli¢in. Takovy integral nazy-
vame urcity integral. Pokud jsme soucet provedli v intervalu od 0 do ¢, byla

vysledkem sou¢tu hodnota s = % gt? a pro konkrétni ¢t = 3 s jsme dostali 45 m.

V matematice i ve fyzice se kromé urcitého integralu pouziva i neurcity in-
tegral, u néhoz se nevyskytuji hranice integrace, tzv. integracni meze. Neurcity



integral je pak nutné chapat jako matematickou operaci, kterd k urcité funkci
(kterou integrujeme) pfifadi jinou funkci (ziskanou integraci). Vyslednd funkce
ale obsahuje jednu souc¢tovou konstantu. Neurcity integral tedy mtzeme chapat
jako matematickou operaci, ktera je inverzni k derivaci. Schematicky je mozno
napsat

(@) derivace (@)

integrace

Jestlize derivaci funkce y = 2% dostaneme funkci 3y’ = 322, potom integraci
funkce ¢’ = 322 musime dostat funkciy = 23+C, kde C je libovoln4 konstantal.
Muzeme tedy psat

/szdx =23+ C.

Obdobné bychom mohli psat

1
5(t)=/vdt=/gtdt=§gt2+0,

coz je v souladu s vysledkem, ktery jsme obdrzeli v predchozi kapitole, protoze
pouzitim pocatecni podminky v case t = 0 je s = 0 bychom dostali dosazenim
do vyse uvedené funkce C' = 0, tj.

L o

= gt

Derivaci funkce s podle t dostaneme pak vztah pro okamzitou rychlost?, tj.

ds
= = gt.

U—a—

Casto misto pojmu poéitat integral z dané funkce fikdme, ze hleddme funkci
primitivni k dané funkci.

1Tento poznatek vychazi z toho, Ze derivace konstanty je rovna nule. Funkce uréend inte-
graci tedy neni déna jednoznacné. K jejimu jednoznacnému urceni musime jeSté znat néjaké
pocatecni podminky.
2Jiz Galileo Galilei (1564 — 1642) si uvédomoval, Ze okamzitou rychlost pfimocarého po-
hybu je mozno chapat jako nekonecné malou drahu urazenou za nekonecné malou dobu:
v = lim As = ds
At—o At de”
niho poc¢tu. Nekone¢né malou veli¢inu pak zkoumal G. Galilei i na dalsich pfikladech.

Tato myslenka je jednou ze ,vstupnich bran® ke vzniku infinitezimdl-



1.3 Pravidla pro integraci funkci

Prislusné primitivni funkce uvadime bez integra¢ni konstanty, rovnéz také ne-
uvadime pfislusné defini¢ni obory danych funkci (ale lze je odvodit z poznatk
o vlastnostech jednotlivych funkef).

Integracni konstantu je tfeba vzdy pfi provadéni konkrétnich vypoctt doplnit.

fry=f(z) Primitivni funkce
.73"+1
J— n —_ —_—-
y=z",neN Y=
.73"+1
i n _ J—
y=a", neR n#-1 Y=o
y=at=1 y=1n|z]
y=e" y=¢
a/fl?
— €T —
y_a7(a>05a7é1) y_lna
y =sinz Yy = —COoST
Y = COS T y=sinz
y=tgx y=—In|cosz]
y = cotgx y =In|sinz|
1
= :t
Y cos2 T Y gx
1
Y= Y= meotew
y= \/1%—932 y = arcsinx nebo y = —arccosx
1
Yy = T4 22 y = arctg z nebo y = —arccotgx

Chceme-li vypocitat néjaky integral, porovname jej s témito vzorci; pokud
se ukaze, ze je totozny s jednim z nich, je integral vypocten. Neni-li dany inte-
gral totozny s zddnym ze zakladnich vzorcl, pokusime se ho pfevést ruznymi
transformacemi na jeden z nich. Metody pfevedeni daného integralu na jeden
ze zakladnich jsou obecné velmi slozité a vyzaduji uréitou obratnost, kterou
lze ziskat pouze praxi. My se v dalsi ¢astech textu pokusime ukéazat alespon
nékteré z téchto metod.

Obdobné jako pfi derivovani, plati pro integral souctu, resp. rozdilu vztahy

/ fu(z) + v(z))de = / u(z)de + / o(z)dz.



Je tedy integral souctu (rozdilu) funkci roven souctu (rozdilu) jednotlivych
integrald.
Pro integraci funkce, ve které jako ¢initel se vyskytuje konstanta, plati (opét

obdobné jako u derivace)
/C’u(a:)da: = C/u x)dx

Postup, jak provadét integraci souc¢inu dvou funkci, si ukdzeme pozdéji.

Priiklad 1 — jednoduché integrace

Urcete neurcité integraly:
a) [4xdz,
b) f(x +5z% — 7x + 3)dx,
c) [(2? + 2)zdz,

d) [ ( ax® + bx +2 €4 > dz, kde a, b, ¢, e jsou konstanty.

Reseni
Ve vSech vztazich je C integracni konstanta.

2
a) f4xdx:4fxdx:4%+0:2x2+0.

3 2 ZC4 ng IEZ
b) [(2® + bz —7x+3)dxzz+5-?—77+3x+0
c)f(x2+2)xdx:f(x3+2x)dx=Z+2 +C— x + 22+ C.

d) [ <cwc2 +bx + E + %) dz = [(az? + bz +cz™ ' + ez ?)dz =

b -1 b
—3 +22—|—c ln|x|—|—e l—l—C—— +22—|—c ln|x|———|—C

Dalsi feSené priklady k procvicovani je mozZno nalézt na CD
ROMu v éasti Integralni pocet. CD ROM tvofi prilohu k tomuto
textu.

1.4 Metody integrace

vvvvvv

nou zkuSenost. My si v této ¢asti ukazeme dvé nejcastéji pouzivané metody:
integraci per partes (po ¢astech) a integraci substituci.



1.4.1 Metoda integrace per partes

Tato metoda vychazi ze vzorce pro derivaci souéinu, tj. pro dvé funkce® f(z) a
g(x) mizeme psat

[f (@) - g@)" = f'(z) - g(x) + f(2) - g' (),

z ¢ehoz
f(@)-g'(x) = [f(z) - g(2)] = f'(2) - g().

Po integraci dostaneme

/ f(2) - g (@)dz = f(z) - g(z) - / £(@) - g(a)d.

Pokud bychom psali stru¢néji f(z) = u, g(z) = v, obdrzime

/uv’dx =uv — /u’vdx. (1)

Tato metoda vede k cili, podafi-li se ndm v soudinu f(z)g’(z) najit takovy
¢initel ¢'(z), ke kterému je mozno snadno uréit [ ¢'(z)dz = g(z), umime-li
vypocitat i druhy integral [ f/(z)g(z)dz.

Pouziti této metody si ukdzeme v nasledujicim prikladu.
Priklad 2 — integrace per partes

Vypoctéte [ ze®dx v intervalu (—oo; 00).

Reseni
Polozime u = x, v/ = e*. Pak je v/ = 1, v = €*.

Dostaneme

/xemdx:xem_/exdxer”—em—i-czem(x_l)"'c'

Dalsi feSené priklady k procvicovani je mozZno nalézt na CD
ROMu v éasti Integralni pocet. CD ROM tvofi prilohu k tomuto
textu.

30bé funkce i jejich derivace musi byt spojité na intervalu, v némz provadime derivaci.



1.4.2 Metoda substituéni

Substitu¢ni metoda vychazi z véty o derivaci slozené funkce. Uvedeme si tplné
znéni véty o substituéni metodé, pak si ukazeme pouziti této metody na kon-
krétnim prikladu.

Necht je funkce f(x) spojitd v intervalu (a;b). Déle necht funkce g(t) mé
v intervalu («; ) derivaci ¢’(t). Pro kazdé ¢ € (a;3) necht g(t) € (a;b). Pak
v intervalu (a;b) plati

[ s = [ sio)- o wa,
dosadime-li do primitivni funkce F(z) = [ f(z)dz za x funkci g(t).

Priklad 3 — substitu¢ni metoda

Vypoctéte [ %, ktery existuje v intervalu (—oo;00).

ResSeni

Uzijeme substituci

1+22=t.
Potom
2xdx = dt,
7 ¢ehoz )
dzr = =dt.
xdx 5

Pak mtzeme dany integral prevést na integral
dt 1

1
& I+ C = =ln[1+22 +C.
5 2n||+C 2n| +2%|+C

V tomto p¥ipadé neni tieba psit absolutni hodnotu, protoze plati 1 + 22 > 0
pro kazdé z € (—oo; 00). Konedny tvar tedy je

xdx 1
S — Zln(1 4 2? .
/1—|—x2 211( +z°)+C

Dalsi feSené priklady k procvicovani je mozZno nalézt na CD
ROMu v éasti Integralni pocet. CD ROM tvofi prilohu k tomuto
textu.

Na vyse popsaném CD ROMu je navic jesté popsana metoda, jak integrovat
racionalni funkci.

10



1.5 Vztah mezi neurditym a urcitym integralem

Je-li neuré¢itym integralem funkce* f(x) funkce F(z), pak mizeme psat

/f(x)dx =F(z)+C.

Pro hodnotu urcitého integralu v mezich od a do b, coz oznacujeme symbolicky

b

[ .

a

plati®
/ f(a)de = [F(2)] = F(b) — F(a).

Uréity integral z funkce f(x) je tedy vlastné dan rozdilem funkénich hodnot
funkce F'(x) pro pfislusné integracni meze.

Priklad 4 — urcity integral

Vypoctéte integraly:

] 2
a) [z?dz, b) [sinzdz.
0 0

Reseni
Nejprve nalezneme prislusny neurcity integral, pak teprve budeme pocitat in-
tegral urcity.
3
24z = T
a) [2dx = 7 +C

Potom

b) Pokud uz budete ,zbéhlej$i“ ve vypoctech integralll, je mozno cely zépis
postupu zestrucnit a pfimo uz pocitat urcity integral, jak je uvedeno nize.

4Funkce f(x) musi byt spojita v intervalu {a; b).
5Nize uvedeny vztah je tzv. Leibniziiv — Newtontiv vzorec.

11
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3
/smxdx— —cos z] =—Cosg—(—COSO)=0—(—1)=1.
0

Dalsi feSené priklady k procvicovani je mozZno nalézt na CD
ROMu v éasti Integralni podet. CD ROM tvofi prilohu k tomuto
textu.

1.5.1 Vlastnosti uréitého integralu

L ff Jda = F(b) - F(a) = ~[F(a) - F(®)] = — [ f(a)da
b
Vymeénou integracnich mezi zméni urcity integral jen své znaménko.

2. Volme v integra¢nim intervalu ¢islo ¢ tak, aby a < ¢ < b. Pak

jf(x)da:—l—ff(x)dx = F(¢) — F(a) + F(b) — F(¢) = F(b) — F(a) =

= f f(z)dz

Integracni interval 1ze rozdélit na dvé (nebo vice) ¢4sti (v tom smyslu, ze
horni mez jedné ¢asti je dolni mezi druhé ¢asti atd.).
Vypocet uréitého integralu substitu¢ni metodou

Pii vypoctech uréitych integrali substituéni metodou, které se v praxi a v
aplikacich ¢asto vyskytuji, je tfeba dbat této zasady: zavedeme-li novou pro-
ménnou, je nutno prepocitat i meze pro tuto novou proménnou.

Priklad 5 — urdity integral — substituéni metoda

x2dx

Vima

Vypoctéte integral f
Reseni

PoloZzime
x = 2sint,

12



potom
dz = 2costdt.

Protoze jsme zménili proménnou, musime nyni urcit nové meze integralu. Pro

x:0:2sintjet=0;prox=1:2sintjet=%.Pakje

4sin®t- 2costdt
2-cost

=4 [ sin®tdt.

O\ ol
o\ ol

1
/ x?
) V4 — x2

K dalsim tpravam pouzijeme souctovy vzorec

. 9 1 —cos2t
sin“t = ———.
2
Dostaneme
5 5 .
1-— 2t 1 6
4 [ sin®tdt = cos dt =4 |- ——sin2t| =
2 2 4 0
0 0
T 1.« 1 1 V3
=4 |—— = — — =+ —i -7 — —.
{12 1°"3 2+48m0} 37 2
Je tedy
1
/ x2dx 1 V3
e e
Vi—e 3" 2
0
Poznamka

Ulohu je mozno také Fesit tim zptisobem, ze bychom dany integral vyie-
§ili jako neurcity a pak bychom dosadili piivodni meze do takto vypocteného
neurcitého integralu.

V pripadé této tlohy se vsak ukazuje, ze postup se zménou mezi je podstatné
jednodussi.

13



2 Uziti urcéitého integralu ve fyzice

V predchéazejicich ¢astech jsme si strucné objasnili pojem integral a integrace.
V této ¢asti se zaméfime na uziti integralniho poctu v riznych oblastech fyziky.

2.1 Kinematika

Je-li a(t) velikost okamzitého zrychleni pfimodarého pohybu v ¢ase ¢ a je-1i vy
velikost po¢ateéni rychlosti pohybu v ase tg, je velikost okamzité rychlosti v(t)
v Case t urCena vztahem

t1

o(t) = vo + / a(t)dt, t € (tosts).

to

Je-li v(t), kde t € (to;t1) velikost rychlosti pfimc¢arého pohybu v Case t a je-li
so draha pohybu v ¢ase tg, je drdha s(t) v ¢ase ¢ urGena vztahem
t1
s(t) = 50 + /v(t)dt, LE (torth).
to
Hmotny bod kona pfimocary pohyb tak, ze jeho zrychleni s ¢asem rovno-
mérné roste, a to tak, ze za prvnich 10 s pohybu vzroste z nulové hodnoty na

5 m-s~2. Jaka je rychlost pohybu hmotného bodu v ¢ase t = 10 s a jakou drahu
hmotny bod za tuto dobu urazil, jestlize v ¢ase ¢t = 0s byl v klidu?

Reseni
Pro zéavislost zrychleni na ¢ase je mozno psat

Aa 5 m-s~2

—kt, kdek= =0 2 7
@=L REF=IA 10s

=05m-s°.

Pro rychlost a drdhu pohybu hmotného bodu pak dostavame

10 1 10
v(10) = 0 + /0,5tdt = [Zt2] =25m-s 1.
0
101 1 10
5(10) = 0 + / —t3dt = | —=t*| =83,3m.
4 12" |,
0
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Za 10 s pohybu ziskal hmotny bod z klidu rychlost 25 m-s~! a urazil drahu
83,3 m.

Obdobné vztahy jako pro primocary pohyb plati i pro pohyb hmotného

bodu po kruznici, tj.
t1

w(t) = wo + /s(t)dt,

ty
o) = v+ [ w(t)d

to
2.2 Vypocdet sily
V dalsi casti se podivime na vypocet sily, kterd ptisobi na svislou desku po-
norenou v kapaliné. Nejprve si ukdzeme postup, jak fesSit tllohu, ma-li deska
étvercovy tvar, pak si ukdzeme, jak postupovat v pripadé desek riiznych tvari.
Priiklad 7 — étvercova deska v kapaliné
Urcete, jaka tlakova sila pisobi na ¢tvercovou svislou desku o strané a = 2 m.

Deska je ponofena ve vodé tak, ze horni okraj desky je na hladiné.

Reseni

Ayll

a

Obr. 3 Ctvercova deska v kapaliné

Nejprve ur¢ime velikost tlakové sily AF', kterd pusobi na element plochy
tvaru obdélniku o stranach a a Ay v hloubce y pod vodni hladinou. Velikost
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tlakové sily je dana vztahem
AF = pAS,

kde p = yog je hydrostaticky tlak v hloubce y pod vodni hladinou, AS = aAy.
Celkovou tlakovou silu pisobici na desku pak uréime jako soucet velikosti
tlakovych sil ptisobicich na jednotlivé plosné elementy. Tento vypocet bude tim

psat Alilrn0 Ay — dy, pak mizeme psat, ze i AF — dF. Celkovou tlakovou silu
,y;)

pak vypocteme jako

0
270
1
F= /dF = /(—ng)ady = —pga [%] = EQQGB-

Pozndmka
Oznacime-li S = a® obsah desky, p = pga hydrostaticky tlak pusobici na
spodni okraj desky, mizeme psat

2

1
F=—pS.
2p

Tento vztah je mozno také chapat tak, ze celkovou tlakovou silu v tomto pripadé
muzeme urcit jako soucin obsahu desky S a aritmetického primeéru tlakt na
horni a spodni okraj desky (protoze hydrostaticky tlak pusobici na horni okraj
desky je roven nule).

Nyni se pokusime tento postup zobecnit na piipad desky obecnéjsiho tvaru.

Deska D je svisle zavéSena v kapaling, jejiz hladina splyvé s osou x (obr. 4).
Chteéli bychom urcit velikost sily, kterou kapalina ptisobi na jednu stranu desky.

Na element plochy dS = [g(y) — f(y)]dy piisobi tlakova sila o velikosti
dF = pdS = —yoglg(y) — f(y)]dy, kde jsme za p dosadili p = —pgy. Na celou
plochu pak pusobi tlakova sila, ktera je dana souctem jednotlivych tlakovych
sil, tj.

Y2

F=—gg / l9() — F()lydy. ()

2t

16



Obr. 4 Deska v kapaling

Priklad 8 — tlakova sila pusobici na desku v kapaliné

Plechy tvaru rovinné oblasti, ktera je omezena parabolou y = z? a p¥imkou
y =1 (obr. 5), jsou ponoteny do vody v polohdch na obr. 6, 7. DokazZte, Ze sila
plisobici na desku ve druhé poloze je dvaaptlkrat vétsi nez sila v prvni poloze.

[-1;1] yt ;1] y=1

0

Obr. 5 Parabolickd deska

1 Ay
uroven hladiny ) Y T uroven hladiny 0 x
Obr. 6 Parabolick4 deska - 1. poloha Obr. 7 Parabolicka deska - 2. poloha

17



Reseni

1. poloha

Rovnice paraboly znédzornéné na obr. 8 je dana vztahem
y=a>—1.

Z této rovnice je pak mozno vyjadrit funkce f a g tak, jak je zndzornéno na
obr. 8.

aroven hladiny OTy T
fre=—/y+1 g:x=+y+1

Obr. 8 Parabolickd deska - 1. poloha - Feseni

Po dosazeni do vztahu (2) dostaneme

0 0
F z—/ggy [\/y+1—(—\/y+1)] dy=—299/\/y+1ydy.

Tento integral vyfesime pomoci substituce
t=y+1=>y=t—1,

potom
dt = dy.
P1i substituci také nesmime zapomenout zménit prislusné meze. Po provedeni
substituce dostaneme
) at.

1 1
3
= —ZQg/ﬁ(t —1)dt = —2@9/ <t§ —t
0 0

(NI

Po integraci dostaneme

2. poloha
Rovnice paraboly ve 2. poloze je ddna vztahem

r=—1+@W+1)7?=y"+2.

18



Ay
aroven hladiny 0 T

[—1;—1]

fm:y2+2y g(ﬁ:O

Obr. 9 Parabolicka deska - 2. poloha - feseni

Po dosazeni do rovnice (2) dostaneme

0 0
= —99/[0 — (¥ +2y)]ydy = 99/(@/3 +2y°)dy.
—2 -2

Po integraci dostaneme

0
Fy = gg Ey‘l + ;y?’} = %99
Nyni uz jen staci uréit podil
v 4
Fj = % =2.5.
15

Ve druhém piipadé je tlakova sila na desku 2,5 krat vétsi nez v prvnim.

Cviceni

Deska D majici tvar parabolické tsece s vysSkou 20 m a délkou tétivy 4 m je
zavéSena v nadrzi s vodou podle obr. 10. Hladina vody splyva s osou . Urcete
velikost sily, kterou piisobi voda na jednu stranu desky. Uvazujte g = 10 m-s~2,

0 = 1000 kg-m~3.
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Obr. 10 Parabolicks deska v kapaliné

Priklad 9 — sila pusobici na otacejici se tyc

Homogenni valcova kovova ty¢ o hustoté o = 8 g-cm ™3 a délce I = 30 cm se ot4di
kolem pevné osy prochézejici tézistém tyce kolmo na smér délky thlovou rych-
lost{ w (obr. 11). Jakd muZe byt nejvétsi thlova rychlost otaceni, jestlize nej-
veétsi dovolené napéti, kterému mizeme ty¢ v podélném sméru vystavit, je op =
= 60 MPa? Neni nebezpe¢né nechat otacet ty¢ frekvenci f1 = 2880 ot/min?

E
e
|

T dx

Obr. 11 Otacejici se ty¢

Reseni
Celkova sila, ktera ptisobi v podélném sméru na ty¢, se rovna souctu odstiedi-
vych sil, kterymi vzdalenéjsi casti tyce piisobi na ty ¢asti tyce, které se nachazeji
bliz k ose otaceni. Prispévek elementu tyce vyznaceného na obr. 11 k celkové
sile bude

dF = zw?dm = oS W’z dz,

20



kde S je prifez tyce. Celkova sila potom bude

B| ~

2
1
F =08 w? [ xdx = oS w? {%] = ggSuJQlZ.

0

o\ |~

. , " .. [
Protoze dovolené napéti op = g mizeme pséat

1
op = gnglz,

L
=\

Pro dané hodnoty w = 832 rad - s71, tedy f = 132 ot/s.
Ty¢ se miize otacet tthlovou rychlosti nejvyse 832 rad - s~1.

odkud

Abychom zodpovédéli i druhou otézku, musime pfepodéitat f; = 2880 ot/min =

= 48 ot/s.

Dostaneme f1 < f a tedy frekvence 2880 ot/min nebezpeéna neni.

Priklad 10 — vypocet gravitaéni sily

Urcete velikost gravitacni sily, kterou na sebe vzdjemné ptisobi hmotny bod
o hmotnosti M a tenkd homogenni ty¢ délky I a hmotnosti m, jejiz hmotny
stfed ma vzdalenost a od hmotného bodu a lezi v prodlouzeni podélné osy tyce

(obr. 12).

Obr. 12 Ty¢ a hmotny bod
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Reseni
Nejprve urcime velikost sily dF', kterou na sebe vzajemné ptisobi hmotny bod
o hmotnosti M a element dm tycCe. Jelikoz element mtizeme povazovat za

hmotny bod, mizeme pouzit zakladniho vztahu — Newtonlv gravitacni zakon
ve tvaru pro dva hmotné body, tj.

Mdm
x?

dFy = s

Element tyce ma tvar valecku o délce dx. Jelikoz délkova hustota tyce je %,

je hmotnost elementu dm = %dx. Vzdalenost elementu tyce dm se méni od

(a — %) do (a + %) Integraci pres vsechny elementy tyce dostaneme

a+%
mM mM 11%"2 mM 1 1
Fy = 5dr = 3 —= = — ,
lx l x| 1 l l l
z ‘ a—g3 atgy
4—3
mM mM

2.3 Vypocdet prace

Prace sily F je dana integralem ze skaldrniho soucinu sily F a elementarni
drahy s. Je-li smér obou vektort stejny, pak mizeme psat

W = des.

S1

Bude-li sila F konstantni, pak
s2
W =F [ds= F(sy—s1) = FAs,
51
coz je znamy vztah.
Priiklad 11 — prace vykonana pfi ¢erpani nadoby

Vypoctéte praci, kterou musime vykonat, abychom vycerpali nadrz tvaru polo-
koule, je-li naplnéna do poloviny své vysky vodou (obr. 13). Polomér je r = 2 m.
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Nl =

Obr. 13 Nadoba s vodou

Reseni
Zvolme si soustavu souradnic podle obr. 13. Element vody o hmotnosti dm =
= orx?dy musime zvedat do vysky r — y. Vykoname tim praci

dW = 72?pg(r — y)dy.

2

Z rovnice kruznice 22 + (y — r)? = r? vypoéteme 22 = 2ry — y%. Dosazenim do

vztahu pro praci dW obdrzime

AW = (2ry — y*)og(r — y)dy

a odtud integraci

W =mog [ (2ry — y*)(r — y)dy,

o\ ol

9
(27“2y — % —2ry® + y3)dy = —nrtpg.

W =mog o

O\ SR

Pro dané hodnoty (0 = 103 kg-m =3, g = 10 m-s=2): W = 70690 J.

PouZitim urcitého integralu je mozno fesit celou fadu dalsich Gloh ve fyzice
FeSicich problém vypoctu prace v dalSich oblastech.

Tyto a jesté dalsi tlohy je mozno nalézt se struénym vykladem, zadanim a
FeSenim na pfilozeném CD ROMu.

Konkrétné zde najdete jesté tilohy na praci vykonanou v elektrostatickém a
gravitacnim poli, vypocet gravitacni potencidlni energie, praci vykonanou pfi
prodlouzeni pruziny, pfeménu elektrické energie v tepelnou, praci stiidavého
proudu a praci plynu.
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2.4 Tézisté télesa
V této Casti si ukazeme, jak pocitat polohu hmotného stiedu nékterych téles.
Budeme ptedpokladat, ze uvazované téleso je v homogennim tihovém poli, tj.

budeme se zabyvat temstem telesa

Vv

1. Téziste tuhého télesa je pisobisté tihové sily ptlisobici na téleso v homo-
gennim tihovém poli.

2. Moment vysledné tihové sily vzhledem k libovolné svislé ose musi byt
roven sou¢tu momenti jednotlivych tihovych sil vzhledem k této ose.

Na zéakladé téchto podminek pak mizeme napf. pro smér osy z psat
(m1g +mag + ... + myg)rr = Mm1gr1 + magra + ... + Mpgn,

My

. mixy +moxo + ... + My,
T = )
mi+mg+...+my

neboli

n n
Z 1y1 Z miz;
YT i=1 27 i=1
- n ’ - n
> my >omy
i=1 i=1

Uvazujeme-li homogenni téleso se spojité rozlozenou latkou, pak miizeme psat

[ xdm J oxdV [ xdV

G _ W W 1 /de
T [ dm [ odV [av — VvV ’
(m) (V) )

analogicky pak miizeme tento vztah psat i pro obé zbyvajici osy, tj.

[ ydm f zdm

(m) 1 (m
= - = dV = dv,
yr J dm % /y ’ “T f dm _V /Z
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kde jsme polozili dm = gdV. V tomto vztahu je g hustota télesa, dV obje-

movy element a dm je hmotnostni element. Vztahy bychom jesté mohli upravit

uzitim toho, ze [ dm = m, kde m je hmotnost télesa, znacka (m) znadi, ze
(m)

integrujeme pfes celé téleso.

Podobné vztahy pro polohu tézisté je mozno psat i pro homogenni plosny
atvar (napf. téleso vyrobené z tenkého plechu) o obsahu S nebo pro homogenni
jednorozmeérny utvar (napf. tenky drat) o délce I. Ve vySe uvedenych vztazich
pak staci nahradit objem V' obsahem S nebo délkou /. Ukazme si to napf. pro
x-ovou soufadnici, kde dostaneme

1
xT:§/de, nebo xT:%/xdl.

(8) ®

Vv

dech.

Priklad 12 — tézisté dratu
Stanovte polohu tézisté homogenniho velmi tenkého dratu kruhového oblouku
s polomérem r a stfedovym dhlem 2« (obr. 14).

yll
de
= dly ¥ c
0 «
»

Obr. 14 Tenky drat

Reseni
V predchozich vztazich pro zT nahradime objemové elementy délkovymi ele-
menty. Ve zvolené soustavé soufadnic je yr = 0 m, zr = 0 m. Z obr. 14 je vidét,

ze | = 2ra, = rcosy, dl = rdp. Po dosazeni do vyse uvedeného vztahu pro

xr dostavame
«@
1 9 sin v
xr = — [ r“cospdp =1 .
2ra o

—
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Poznamka

Pro a= g, tj. drat tvaru ptlkruhu, dostaneme xt = %r.

Priklad 13 — tézisté pulkruhu

Vvey

yAA r dz
R [}
Y
] Lo
0 /
4
| —

Obr. 15 Vyseé¢ tvaru pilkruhu

Reseni
o Loy TR?
Obsah pulkruhu je dan vztahem S = 5
Polohu tézisté pulkruhu uréime uzitim vztahu
R
1
T = 3 xdS,
0

kam za dS dosadime dS = 2y dz = 2/ R2? — 22 dz. Po dosazeni dostaneme

R
2
T = E/x\/RQ—xzdx.
0

Tento integral vyfesime pomoci substituce

t = R% — 22, potom dt = —2x dx.
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Nesmime také zapomenout na zménu mezi. Po provedeni substituce dostaneme

0
2 2
rr= o [Vidi=
R2

2

9 31" 4
Zt2 = _R
3 ]0 3T

vvoey

vysece.

Priklad 14 — t&zisté kruhové vysece

vvey

Reseni
yll
de
R
= — '
o X
0 «
2,
3

Obr. 16 Kruhova vysed

Obsah S kruhové vysece je dan vztahem

S = M = R2a.
2w

1
xT=§/de,

($)

Vvey

kde

2 1
T = chosgp, ds = §R2 dep.
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Po dosazeni dostaneme
«

1 2 2 9 2R . o 2 sina
.’ET—§%/§RCOS§0R d@—ga[sln(p]o = 3R o

0

Poznamka
Pro a = g dostaneme
sin =
2 2 4
rT = —R = —
3 m 3
2

Tento vztah odpovida vysledku, ktery jsme dostali fesenim ptikladu 13.

Vyse uvedené dva piiklady ukazuji, Zze feseni tloh uzitim integralniho po-
¢tu podstatnym zpisobem zavisi na tom, jak vhodné zvolime element plochy
a jakym zptisobem pak provadime integraci pres napr. celou plochu, pro niz
vypocet provadime. K tomu, aby se nam dafilo co nejjednodussim zptisobem
ziskavat potfebné vysledky a pocetni vztahy, je tfeba vyresit vétsi pocet uloh
a ziskat tak potfebnou zrucnost.

vvey

genniho rotacniho kuZele.

2.5 Vypocet momentu setrvacnosti

V této casti si ukdzeme, jak pocitat moment setrvacnosti nékterych téles.
V ucebnicich fyziky pro stfedni skoly je moment setrvac¢nosti J tuhého
n
télesa vzhledem k ose otddeni definovdn pomoci souctu J = > m;r?, kde r; je
i=1
vzdalenost hmotného bodu o hmotnosti m; od osy otaceni.
U téles se spojité rozlozenou latkou plati obdobny vztah

J=/7‘2dm:/gr2dv,

(m) )

kde jsme pouzili vztah dm = pdV. Znacka (m) resp. (V) u integralu znaci, ze
integrujeme pfes celé téleso.

Vypocet momentu setrvacnosti téles vzhledem k libovolné ose ulehcéuje Stei-
nerova véta: J = Jy + ma?, kde Jy je moment setrvacnosti vzhledem k ose

prochézejici tézistém, a je vzdalenost osy otaceni od osy prochézejici tézistém,
m je hmotnost télesa.

28



Priklad 15 — homogenni ty¢

Urcete moment setrvacnosti tenké homogenni tyce délky [ a hmotnosti m vzhle-
dem k ose kolmé na podélnou osu tyce a) prochazejici koncovym bodem tydce,
b) prochézejici stfedem tyce.

Reseni
Ly lo a) Pro moment setrvac¢nosti tyée vzhle-
' dm ! dem k ose o/ mtizeme psét
v — — I —_— _¢_ ....... '_
T T
-~ ! J:/xQdng/xQdV,
Obr. 17 Ty¢ (m) (V)

, m
po dosazeni za dm = T dz dostaneme

l

l
3
9 m m 9 m |z 1
= —d:— d:—— :—l,
J /xlx l/xx l{?}h 3™m
0 0

b) 1. zptisob: budeme postupovat obdobné jako v pfedchozim pfipadé, pouze
meze budou stanoveny jinak (poéitdme .Jy vzhledem k ose o). Dostaneme

Jo = /xzdm:

(m)

l

3%
am, o miyzmlz 1,
xldx—l[g}l— ml~©.

“\w|~

2
2. zpusob: pouzijeme Steinerovu vétu a moment setrvacnosti vypocteny

2
v tloze a). Dostaneme J = Jy +m (%) , Z Gehoz

N 1o, 1, 1,

Ve studijnim textu Funkce ve fyzice (kapitola Limity) jsme si ukdzali, jak
vypocitat moment setrvacnosti homogenni kruhové desky pomoci posloupnosti.
Nyni si v dalsim piikladu ukdzeme, Ze moment setrvacnosti kruhové desky je
mozno také pocitat jednodussim zptisobem — uzitim vyssi matematiky.
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Priklad 16 — homogenni kruhova deska

Urcete moment setrvac¢nosti homogenni kruhové desky o poloméru R a hmot-

v

Reseni
Kruh rozdélime na elementarni mezikruzi, jejichz

kazdy bod je stejné vzdalen od osy rotace. Element
momentu setrvacnosti pak je

‘ AJ =12 Am,

kde Am je hmotnost mezikruzi. Vypocet bude tim
presnéjsi, ¢im bude Sitka mezikruzi mensi. Limitnim
prechodem nakonec dostaneme

Obr. 18 Homogenni

kruhové deska dJ =r?dm.

Za dm dosadime dm = [r(r + dr)? — mr?]c = 27ordr, kde jsme zanedbali
¢leny s druhymi mocninami dr vzhledem k jejich rozmértm, o je plosné hustota
materidlu.

ProtozZe r se méni od 0 do R, dostaneme pro moment setrvac¢nosti kruhové

~voey

desky vzhledem k ose prochézejici kolmo tézistém kruhu

R ré R R4
J=a/r2-27r7‘dr=27m [—] = T0—.
4, 2

Tento vztah miizeme jesté upravit dosazenim hmotnosti desky m = mR?0. Pak

dostaneme )
J = §mR2

V téchto ulohach jsme si ukazali postup, jak pocitat moment setrvacnosti
jednoduchého télesa (v tomto pripads tyde), na CD ROMu je jesté ddle uveden
postup, jak pocitat moment setrvacnosti homogenni koule.

Na CD ROMu jsou pak jesté zaddni dalsich dloh (s vysledky) na uziti
urcitého integralu ve fyzice, navic pak jsou na CD ROMu studijni texty pro
FO, kde se integralni pocet ve vétsi mife pouziva k feseni tuloh.

Na tento studijni text pak jeSté volné navazuje studijni text Diferencidlni

vvvvv
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3 ResSeni cviceni

Uréime funkce f a g a meze y; a y. Vrchol parabolické tseée (obr. 4) méa
soutadnice V[—20; —5]. Protoze osa paraboly je rovnob&znd s osou x, mé tato

parabola rovnici
r+20=a(y+5)? kdea€R.

Protoze na parabole lezi body o soufadnicich [0; —3], musi platit:
0+ 20 =a(-3+5)?,
z ¢ehoz
a=>5.
Parabola ma tedy rovnici

x+20=5(y +5)? = 5y* + 50y + 125,

a funkce f a g jsou:
g(y) = 07 ) S <_77 _3>7
f(y) =5(y+5)* — 20 = 5(y* + 10y + 21).

Pro ¢iselnou hodnotu velikosti sily pak dostavame

-3 -3
F=-10% /[o —5(y% 4+ 10y + 21)]ydy = 5 - 10* /(y3 + 1092 + 21y) dy =
-7 =7
4 3 273
—5.10° [L 10X 1214 | =267 10°.
4 3 2| .

Voda ptisobi na jednu stranu desky silou, jejiz velikost je ptiblizné 3 MN.
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